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XXVI. 
SOPRA LE FUNZIONI PERMUTABILI 


«Rend. Acc. Lincei», ser. 5%, vol. XIX;, 19I10;, pp, 425-437. 


$ 1. — IL PROBLEMA FONDAMENTALE. 


I. Ho chiamato funzioni permutabili © due funzioni finite e continue 
tali che 


JEE, EDE, y) dE = [O (E, EF E, y) de. 


Supponendo ora 
OLILA 


e F(x,x)=0, per x compreso fra O e a, proponiamoci il problema di cer- 
care tutte le funzioni ® (x, y) permutabili con F(x,y). 


2. Eseguiamo un cambiamento di variabili ponendo 


x = ’ Hd =f (V) ) È =f É), 


con f' (č:) sempre positivo, in modo che le dette equazioni possano inver- 
tirsi univocamente. Avremo 


fE (x: ’ Ga) D (A sV)f (9) dér =j i : gL) F (E, At (€) di; 


quindi, ponendo 
EVEN 0) = (7), 


(3) FI ata 
+ VA If) F (x1, y) = Fr: (111), 


sarà 


E OC I= CASE F Co n) i. 
Ora prendendo 


, BA 
Frasi 


potremo scegliere i segni in modo che f’ (x;) risulti positivo e F, (x, , x)= 1. 
(1) Vedi la Nota del 20 febbraio 1910: Questioni generali sulle equazioni integrali ed 
integro-differenziali [in questo vol.: XXIII, pp. 311-322]. Ivi ho distinto le permutabilità di 


1% e 22 specie. In questa Nota mi occuperò della permutabilità di 1% specie che ho anche 
chiamato semplicemente permutabilità. 
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Si potrà dunque, con una conveniente trasformazione di variabili e di fun- 
zioni, ridurre la ricerca al caso în cui F (x ,x)= 1. 


3. Premessa questa riduzione, si ponga, supponendo « (x)= 0, per x 
compreso fra O e 2, 


| Fæ =F 19) 
(3) 


| (x,y) A =D' (x,y). 


È evidente che, se F e ® sono permutabili, lo saranno pure F (x,y) 
e D' (x,y). Ciò posto scriviamo 


IF (x, 9F (z, 
SE) _ F,(x,9) ’ PE — F,(#,7) 
SF (x, ’ 0F' (x, ’ 
gl Re) . gle). 
Avremo facilmente che 
F, (x, x) = F, (x x) + 20] i 
quindi, preso 
— Fi (x ,x)dx 
PETE J ’ 
risulterà 
Ei (Ape). 
Ma 
E &,2)=1, 
quindi sarà anche 
Fi(r42) = 0. 


Ne segue che, con una nuova trasformazione, potremo ricondurci al caso 
in cui si cerchino le funzioni permutabili con F(x , y), essendo 


(4) F (x, o a a EN Ie AO ENO r) em O 
4. Supposte soddisfatte le (4) poniamo 


q’) [EEDD E, A=/0 EFE d= Y (E, 


avremo E (an x) = OnE 


(5) SEI _ ®(£,9)+[O, DFE) 
(6) TEN Dr, y)+ fF MPN. 
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Scriviamo poi 
F. (e) T Fal, y) =i "= fa, Y), 
Fi EREE FE at o S ey), 


ove le potenze denotano operazioni di composizione. 


Si avrà 
(5) D(a, y) = TEN —|Eg3 E) f(E,y) dt 
di 
(x, SY (E, 
(6) D (x,y) = — FE (A, ED de, 


quindi sottraendo 
3 IF Y 
eh Ey +Jl1e METE ERE 


e con integrazioni per parti, tenendo conto che ` 


Fir, = Fy, =f (x, £) =fa( y, Y) =0, 


si avrà 


(A) SED yey I [E Og ENTE (1 EdE =0 


ove 
2 2 , ð I , 
gary) PEA, En (y) = EMI. 
Ne segue che, i/ problema di trovare le funzioni permutabili con F(x,y) 


è ricondotto a risolvere l'equazione integro-differenziale (A). 


$ 2. — SOLUZIONE DELL'EQUAZIONE INTEGRO-DIFFERENZIALE (A). 


5. Posto 


[IE EEE) TE, Ne 01 4E=2 9), 


la (A) si scriverà 


CEE: OY (#7, 
LEA Li K,y)=o. 
Sia i 
PA E S Sort A 


2 , 2 , 
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considerando Y come funzione di v e v l'equazione precedente diverrà 


oF 


onde 


YETSA E e, 


in cui 0 è una funzione arbitraria che si annulla per x = o, 
Ne segue che 


pp 
(A) F (x,y) = 0 (u) — | dE | [E @ — u, en (E, t+%) 
u tu 


— F(E, C + Uu)8ga (6 — u, EdE. 


6.. Dimostriamo ora il teorema: Scelta la. funzione 0, la funzione ¥ è 
determinata, ossia se 0 = o anche Y = 0. 

Il procedimento che può tenersi per tale dimostrazione è analogo a quello 
che ho impiegato in casi simili di equazioni integrali ed integro-differen- 
ziali ©. 

Infatti sia 9=0 e | Fæ, P&M mentre |g <N e Jean] Zi 
Dalla (A‘) risulterà 


|P (æ, y)| <2MN (y — 3) x, 
e per conseguenza 

(E (e Dh MN Cy a) a, 
da cui segue 


v +u 2 
|P (x, y) |< 2MN? afat| [E—t+)+C+w—9]d6<4MN*a@ UT. 
u pa. 


Così proseguendo si dimostra che 


| Yi (x 9) | A 24 MN? a a ’ 
qualunque sia il numero intero e positivo 4, e quindi Y (x, y) = 0. 


7. Passiamo adesso alla effettiva risoluzione dell'equazione integrale (A). 
Consideriamo la serie 


(n TY. alz), 


(2) Cfr. Sulla inversione degli integrali definiti, « Atti Acc. di Torino », 1896. Nota I, 
$ 2. [In queste «Opere»: vol. secondo, XVIII, pp. 216-225]. Sulle equazioni integro-diffe- 
renziali, « Rend. Acc. dei Lincei», febbraio 1909, $ 3. [In questo vol.: XVII, pp. 269-275]. 
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i cui termini sono ottenuti colla operazione ricorrente 
“ ah 


— Pas Mi- ebbi +t-%,b+ de, 


P= 
Si dimostra facilmente che 
Nally mn) 
Farle, y) EL 
e quindi la serie (7) è uniformemente convergente. 
Si formi poi 
(B) Ye) = [VÈY ale ndr; 


o 


essa sarà la soluzione della (A'), quando si prenda 
0 (u) = f Y Man. 


Per mezzo della (5°) o della (6') otterremo poi ©. 

Si verifica senza alcuna difficoltà che, sostituendo la espressione (B) 
nella (A'), questa resta identicamente soddisfatta. Inoltre, percorrendo in 
senso inverso il cammino fatto per ottenere dalla (1) la (A'), si dimostra pure 
facilmente che F e ® sono permutabili. 


$ 3. — TEOREMI SULLE FUNZIONI PERMUTABILI. 


8. Dalla (B) segue 
NE A EE o N Mik 
joi apaga Se 4 (0) ==" COSU; 
Ma dalla (I') si ha 
i y 
[Fæ Eya 


lime ti ——___="D(,2), 
y=x RET A y=x ra 


quindi sarà 
ONE X) = cost. 
Questa proprietà vale per le funzioni F (x,y) e D (x,y) che abbiamo 


ottenute per mezzo delle trasformazioni (2) e (3) in modo da ridurre la Fa 
soddisfare alle condizioni (4). Ora, se vogliamo tornare alle funzioni primitive, 
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dovremo dividere ambedue per la stessa funzione (« (x)/a (y)) VE (ff (9), 
quindi potremo enunciare il 
TEOREMA I. — Se D(x,y) è una funzione permutabile con F(x,y) 
tale che F (x ,x)= 0, avremo 
D (x, 4) 
F (x, x) 
9. TEOREMA II. — Se le funzioni permutabili F (x,y) e F (x, y), aventi 
le derivate determinate e finite, sono tali che 


= cost. 


F(x,a20o , Y(,2)=o0, 
si potrà determinare la funzione ® (x, y), permutabile con esse, in modo che 
FO (x, y) = Y(x,9)9. 


Infatti, posto 
[OE DFE d= (117), 


derivando rispetto al y ‘9, otterremo l'equazione di seconda specie 


(9) F (y, y)D (x,y) + fO, EFE, y) = Y (y), 
in cui A 
pen = TEA, menten. 


Valendosi della trasformazione indicata nel $ 1, art. 2, si potrà sup- 
porre per semplicità F(y,y)= 1, e allora l’equazione integrale (9) si risol- 
verà per mezzo della relazione (vedi $ I, art. 4) 


(10) 0 (2,9) =Y. (1,9) [YODA A, 
mentre avremo ‘) 


(11) fs(£19) A a AA 


Mostriamo che la ® (x,y) data dalla (10) è permutabile con F(x,y). 


(3) Vedi la notazione adottata per la composizione di due funzioni permutabili: Que- 
stioni generali sulle equazioni integrali ed integro-differenziali, § 1. [In questo vol.: XXIII, 
pp. 311-322]. 

(4) Cfr. per la risoluzione delle equazioni integrali di 1% specie la Nota Sulla inver- 
sione degli integrali definiti. « Rend. Acc. dei Lincei», 1896, § 4. [In queste « Opere »: vol. se- 
condo, XIX, pp. 255-262]. 

(5) Cfr. Nota precedente § 2. Sopra alcune questioni di inversione di integrali definiti, 
«Annali di Mat. » 1897, $ Io: principio di reciprocità. [In queste « Opere »: vol. secondo 
XXII, pp. 279-313]. 
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Moltiplicando ambo i membri della (9) per dy, integrando fra x e y e 
tenendo presente che Y (x, x) = o si avrà che 


(12) [0(, O FE:9)dE=Y(x,9). 


x 


Formiamo ora 
JEDD E, y), 


sostituendo a ® (% ,n)il valore dato dalla (10), e osserviamo che in virtù 
della permutabilità di F e Y si ha ; 


JEEE EE, yd = fE, FE,» 


e quindi, con una derivazione rispetto ad y, 
` 


(13) E DREE TPE E E 


giacché per ipotesi F(y,y)= 1, E y= O0 
Si avrà in conseguenza 


[EEDE y 


=P, y) +| YE) FE, y) dE — SE E, E) aE fY, E MA MIA 
x x Boi 


e con facili trasformazioni di calcolo, impiegando le relazioni (13) e (11) si 
otterrà 


[EE DDE NE= YEE, y) 


da cui segue, a cagione della (12), la permutabilità delle funzioni F e ® e 
quindi delle funzioni ¥ e ®. 

OSSERVAZIONE. — Dalla relazione (10) si deduce facilmente che, se ¥ 
e F avranno le derivate determinate e finite di ordine x, ® avrà le derivate 
di ordine x — 1 pure determinate e finite. 


10. Una funzione ¥ (x,y) che, al pari della F(x,y), è tale che 
Y(x,x)=o, si dirà di primo ordine, mentre se sarà P@. 2) =0!sì dirà 
di ordine superiore al primo. In virtù del teorema I avremo che una fun- | 
zione permutabile con una funzione di 1° ordine, o è di 1° ordine, o è di 
ordine superiore al primo. Supponiamo che si presenti questo caso e suppo- 


22 
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——+— 


niamo che esistano le derivate successive di ¥ e siano determinate e finite; 
allora si potrà porre, in virtù del teorema II, 


FF, (4,7) =Y (2; 9); 


in cui F, è permutabile con F. Se F, sarà di primo ordine, ¥ si dirà di secondo 
ordine; se F, sarà di secondo ordine, ¥ si dirà di erzo ordine, e così di seguito; 
se F, sarà di ordine n— 1, Y si dirà di ordine n; e YF si dirà di ordine supe- 
riore ad n se F, sarà di ordine superiore ad #— 1. 


11. Ci limitiamo ad enunciare senza dimostrazione i teoremi seguenti: 


TEOREMA III. — Se le funzioni di primo ordine F,,F.,,..., Fg sono 
permutabili fra loro e colla funzione Y di ordine n, avremo 
(14) o E(æ,y)= Fi Fe... Fee ® (Cy) 
in cui A:s, %,,°**, Qg Sono numeri interi positivi soggetti alla sola condizione 
a, +H at --- Pag =%—1 
e ® è di primo ordine e permutabile colle F,, F.,..., Fe. 


Reciprocamente, se Y può mettersi sotto la forma precedente, essa è di 
ordine n. 

TEOREMA IV. — Se la funzione Y (x, y), permutabile colla funzione di 
primo ordine F, (x , y), è tale che il 


è finito e diverso da zero, Y (x,y) sarà di ordine n. 
TEOREMA V. — Se la funzione Y (x,y), permutabile colla funzione di 
primo ordine F, (x , y), è di ordine n, sarà 


[F: (x, x)]” lim ya cost. S 0. 


OSSERVAZIONE. — Supponendo che ¥ abbia la forma (14), posto 


Fo(#,%) F3(4,4) _, Mini elet) D (x, x) Ck 
Figi, EE) RE ET. le) 
la costante che figura nel teorema precedente sarà 


A2 03. .% a 
C3 C3 CEC 


Eiin 


12. Sia ¥ (x,y) una funzione permutabile colla funzione di primo or- 
dine F (x,y) e supponiamo che ambedue queste funzioni abbiano le deri- 
vate successive determinate e finite. 

Poniamo la costante ¥ (x, x)/F (x, x)=c: (vedi teorema I) e consi- 
deriamo 


Pa,y)_-aF(x,9); 
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questa funzione sarà permutabile con F (x,y) e sarà di ordine superiore al 
primo, quindi (teorema II) 


Y (2,9) =a F(x,y) + |F, ED, E, y), 


in cui Ọ, è permutabile colle funzioni precedenti. 
Applicando alla ®, la formula ora trovata per ¥ potremo scrivere 


Ya,my)=aF(a,y))+4F° (x,y) +IP (r, ED, Č, y), 


in cui c, è una quantità costante; così procedendo innanzi troveremo il 

TEOREMA VI. — Se la funzione Y (x,y) è permutabile colla funzione 
di primo ordine F (x,y), e queste funzioni hanno le derivate successive deter- 
minate e finite, sarà 


F(x,y) = F(x,y) + a F(x,y) +-+ F(x,y) 
+f EEDD E, y) de, 


\ 
in cui le potenze denotano operazioni di composizione, e la funzione ®, è per- 
mutabile colle funzioni date. 

Se col crescere indefinito di 7 l’ultimo termine tenderà a zero, Y (x, y) 
sarà rappresentata dalla serie 


00 


> Cn F» EA 


13. La formula (B) dà le funzioni di secondo ordine e di ordine supe- 
riore al secondo permutabili con F (x,y), quindi per ottenere tutte le 
funzioni permutabili con F (x,y) basterà aggiungere alla espressione (B) 
F(x,y) con c; costante arbitraria. Si può dunque fare a meno della 
risoluzione della (5) o della (6), come è indicato alla fine del $ 2. 


$ 4. - FUNZIONI PERMUTABILI COLL’UNITÀ. 


14. Riprendiamo le formule del $ 1, supponendo F (x,y) = F (y — x) 
e F (0) = 1, F(0)=o. 
Avremo 


hay) =— fi foa) 
Eal, 9) = gal, Y) = — S (y — z). 
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Applicando dunque la (8) del $ 2, risulterà 
Y = I OT PO a SE 
e quindi 


Y =0(y—xr) , d=D(y_-2). 


Le considerazioni svolte nel $ 1 mostrano che ® dovrà avere la stessa 
forma anche se non si verificherà la condizione F’ (0) = o. Si ritrova così 
il gruppo di tutte le funzioni permutabili fra loro e con una costante, ossia 
permutabili coll’unità ‘9. 


15..Considereremo in questo $ le funzioni di questo gruppo soltanto. 


Posto y — x = u, le funzioni stesse si scriveranno come funzioni di x e la 
composizione di due di esse ® e Y ci darà 


DY (u) -fo (u —v) Y (v) dv -fo w) E (u —o) dv. 
Posto © (0) = c , ¥ (0) = e, avremo 
Z (OY (u)) = LT) + LO (u) = 0) + OY (u), 


da cui si ricava 


(19) E (Oru) = cO (u) + P= O (= (e + DD, 
(15°) 2 (D (2) = (c+D)"®_" per in > m, 
(15”) a TO 


16. Queste formule servono per risolvere immediatamente il problema 
seguente: 
Data la funzione F (u) di ordine n, tale che 


Fojo ti Fomo <p Pe (0) S0 y, Fee o) S; 


risolvere l'equazione integrale 


(16) ®©" (2) = F (u). 
Osserviamo che 
lim F(u) _ : I 
dao agro (n— 1)! 


(6) Questioni generali sulle equazioni integrali ed integro-differenziali, $ 2 [in questo 
vol.: XXIII, pp. 311-322]. 
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e pel teorema V 


MG PI fi (2— 1)! 9 


avendo posto ® (0) = c. Ne segue che c è una radice 7°” del’unità. Pren- 
diamo ¢ = 1; le soluzioni che corrispondono agli altri valori di c si otter- 
ranno, come vedremo, immediatamente. 

Deriviamo ora l’equazione (16) 7 volte rispetto ad x. In virtù della 
(15°) otterremo l’equazione integrale 


CEEE a E T y 


ove con f(u) si è denotata la derivata n°" di F (x). 

Per risolvere questa equazione integrale basterà applicare le regole 
generali che abbiamo date per la risoluzione delle equazioni integrali di grado 
n. Scriviamo perciò l’equazione algebrica 


(L-42) —1=2;. 
Avremo 
n 
ss=—1+V1+a,. 


Prendendo il radicale in modo che per z, = 0 sia z, = 0, e sviluppando in 
serie, si avrà 


PI Zi» 


(AT N i Cl 
00 uao #1 
PRA ii al a LR A 


La funzione D' sarà quindi data dalla serie convergente uniformemente 


m A! BE 


oo sG) (a+) à 
A E e a en RAO 
in cui le potenze denotano operazioni di composizione. Ne segue la soluzione 


generale 


A! 


S eee pa | 


ove € rappresenta una radice w°° qualunque dell’unità. 


17. Se noi non poniamo la condizione che ® (x) sia finita, l’equazione (16) 
può risolversi anche quando F (x) sia di ordine inferiore ad z. 


Per vederlo in un caso molto semplice consideriamo l’equazione in- 
tegrale 


(17) . ® ui) = F (4) 


(7) Cfr. Nota prec. citata, $ 4. 
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con F (u) di primo ordine. Poniamo 


F, (uj = E Persa dy. 


F, (u) sarà di secondo grado. Risolviamo colla regola data nell’Art. prece- 
dente l'equazione integrale 


0 (= F.(%); 


la soluzione della (17) sarà data dalla funzione 


cita 1 (v) dv 
ped È Ara (u — v)’ o 


la quale diviene infinita d’ordine 1/2 per x = 0. 
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